Opbygning af C#-program til

bestemmelse af nucleolus

Bachelorprojekt pd Erhvervsekonomi-Matematik-studiet

Copenhagen Business School (Handelshgjskolen i Kgbenhavn)

Bachelorprojekt for
Niels Madsen Kloster
ved vejleder

Jens Leth Hougaard
afleveret 2. Juni, 2009



Indholdsfortegnelse

INALEANING. ...ttt ettt ettt e et e et e e bt e sabe e beeeabeesbeeenbeebeeesbeenbeeensaeeenn 3
ProblemfOrMUIETING........cccviiiiiie ettt e et e et e e e sta e e e taeeetaaeeesensaaeeeeeasnnaeaaeens 4
LT G F OO OSSO U U SORPPURRUSOPPO 4
Grundlaeggende DEGIEDET. .......ccccuiiiiiie ettt e et e et e e st e e st eeestaeesateeessseeessseeenssneeeeannnns 4
LOSNIN @S KOMNCEPLET. ... e iuiiiiieeiiieiie ettt ettt ettt ettt eb e e s tteesbeesteesnbeesateesseensaesaseessaeenseeesnnseeeanes 4
LO10) ( T OO S TP P OO PP OPPPPRRROPP 5
KCRIMCL .ttt ettt eb e ae et st e bt et et e b e b e 7
INUCTEOIUS. ..ttt et ettt e b e et e bt e e st b e e s ambeeesnbeeesnbeeenans 8

Dt HINEEIE PIOZIAIMN. ... ..ieviiiiieiiieetieeiieetteeite et e e ette e bt esteeebeessteeabeenseeeaseeseeesseeseesnsaenseesnsesnsseeeansseasanns 9
31101 0] (- S PSPPSR 11
PrOGIAIMIMEL.....ccitiiiiiii ittt et e e et e e st e e it e e abee s bt eesabteesbbeeeeeennaaeeeesennnnnes 16
L] PO O TP PP PO U PP UPUORUPPRRPPPRROOt 20
DEIKONKIUSION. ..ottt ettt et e et e et e e b e esbeesbesabeessaeesbeensaesaseenseeenseennns 26
TROTT L.ttt et a e et e bt e e bt e e bt e e bt e s ab e e abeesateenbeeeeanbeeesanneas 27
KONKIUSTON. ...ttt ettt ettt sb e ettt e e naaeenaneenaeeen 29



Indledning — om kooperative spil.

Kooperative spil findes overalt. Sa snart nogen har grund til at samarbejde, er der ogsa brug for at
fordele de fordele, der er kommet ud af samarbejdet. Det kan vere lige fra bern, der samler deres
sparepenge sammen for at kebe en storre pose slik eller et dyrere spil, som herefter skal fordeles
eller udlanes mellem dem og op til sterre institutioner som EU, der fordeler forskellige tilskud, som
er fremkommet af EU-landenes samarbejdsfordele. Et andet typisk eksempel er fremkommet som
konsekvens af en oget handel over internet, hvor der for det meste er tilknyttet nogle
forsendelsesomkostninger, hvorfor man til tider valger at legge en storre ordre sammen med
venner, der har brug for den samme type vare. Ved forholdsvis smé& modeller som med bernene og
internethandel, er der typisk ikke grundlag for at lave dybdegiende beregninger for at fordele
omkostningerne, og en fair model kan for det meste hurtigt nds. Det kan vare en lige fordeling eller

en form for vaegtning af over antallet af modtagne varer eller lignende.

Ideen, som nucleolus-lgsningen bygger pa er, at en del af spillerne i en koalition méske ikke har
serlig stor fordel af at indgd 1 den samlede koalition. Heraf kommer forslaget om at finde den
losning, hvor den mindste forbedring geres sa stor som mulig. Hvis vi igen ser pd eksemplet med
internethandel, hvor forsendelsesomkostningerne skal fordeles, vil en typisk model veare at fordele
omkostningerne med en vagtning, som er proportionel med vardien af de modtagne varer. Dvs., at
de personer, som har kebt mest kommer ogséa af med mest i forsendelsesomkostninger. Det er dog
ofte sdledes, at hvis nogle fi personer hver har lagt en stor ordre, bliver fordelen ved at medtage
flere ordrer, som er forholdsvis sma, ikke se@rlig stor, mens personer, som vil bestille ganske fa
varer, far en stor fordel af at komme med i den samlede bestilling. Her findes nucleolus-lesningen
sd, som navnt tidligere, ved at finde den sterste fordel for de vearst stillede, det vil sige ved at

forage fordelen for de store kebere, og formindske fordelen for de sma kebere.



Problemformulering

Malet med denne opgave er at opstille en metode til at finde nucleolus-lesningen for kooperative
spil, som kan gennemferes systematisk, for efterfolgende at lave et program i
programmeringssproget C# der kan gennemfore denne metode. Det er svart at finde empiriske
eksempler, som kan benyttes til beregninger, s programmet vil blive sammenlignet med

regneeksempler der har angivet en losning for nucleolus, og andre lesningskoncepter.

Teori

Grundleggende begreber:

De gevinster eller afgifter, som spillerne i en koalition har, angives i en payoff-vektor
x={x 1 Xy s xn} , for n spillere. Den samlede gevinst eller de samlede afgifter for koalitionen

er angivet ved v(N), hvor gevinster skal fordeles, kaldet veardispil eller ¢(N), hvor omkostninger

skal fordeles, kaldet omkostningsspil. Spillerne deles om de gevinster eller de afgifter, som er

vedhaftet koalitionen. Dvs. Z x,=v(N) eller ;v x=c(N) . En koalition dannet af en

iEN
mindre mengde af spillerne kaldes en subkoalition. De spillere der tilhgrer subkoalitionen, S, vil

foretrekke, hvis gevinsten eller omkostningerne er hhv. sterre end eller mindre end det de far fra

den samlede koalition, N. Dvs. hvis ;xi<v(S) eller ;xPc(S) . Nér to vilkarlige

subkoalitioner, som ikke har nogen spiller til felles, kan sldes sammen for derved at opnd en bedre
koalition, kaldes spillet superadditivt for vardispil og subadditivt for omkostningsspil. Det kan
opstilles som hhv. v(SUT)2v(S)+v(T) og c¢(SUT)<c(S)+c(T) og betyder, at en
koalition vil drage fordel af at medtage flere spillere. Hvis to vilkarlige koalitioner, der har spiller til
felles kan drage fordel af at bryde koalitionerne for at danne en samlet koalition kaldes spillet
konvekst for verdispil og konkavt for omkostningsspil. Det kan opstilles som hhv.

v(SUT)+v(SNT)=v(S)+v(T) og c(SUT)+c(SNT)<c(S)+c(T) , og det ses, at dette er

identisk med superadditivitet og subadditivitet for subkoalitioner, hvor det geelder, at SNT=0 .

Losningskoncepter:

Teorien gennemgdes herunder for veerdispil. Hvor opstillingen af formelerne afviger ved
omkostningsspil er disse opstillet i gra baggrund, og begreber i teksten, som er anderledes for
omkostningsspil, skrives i kantet parentes, []. Der forekommer undtagelser til denne opstilling i

nogle eksempler, og det vil da fremga af den tilhorende tekst.



Core(Kernen)
Kernen er maengden af de mulige payoffs for en koalition, som ikke giver nogen spiller eller

subkoalition af spillere grund til at forlade koalitionen.

Disse kernebetingelser kan opstilles matematisk som

core(N,v)=[x€IR”|z x,-=v(N),Z x=v(S),V ScN|

iIEN ieS
core(N,c)={x€R’]D x,=c¢(N), D x,<v(S),V ScN| 1
iEN i€eS

Der kan forekomme tilfelde, hvor man ensker at undersoge verdi- eller omkostningsfordelinger i
en koalition, som kan opnd en bedre payoff vektor ved at dele sig i subkoalitioner. Her vil

kernebetingelserne ikke vere opfyldt, og kernen vil derfor vaere tom.

Man kan teste om kernen er tom eller ¢j med Bondavera-Shapley s@tningen. For man kan gere dette
md man dog definere det man kalder balancerede vagte. For hver koalition indferes en vagt sadan

at summen af vaegtene for de koalitioner en given spiller optrader i er normeret til 1.

Matematisk ser det ud pa felgende méde:

Y 8§ =LViEN >

jUi€s,

Bondavera-Shapley satningen siger s, at kernen er ikke-tom hvis og kun hvis der, for ethvert

system af balancerede vaegte galder, at S;v Ssv(S)<v(N) s

Hvis man ser pa et eksempel med 3 spillere, gelder det altsé, at de balancerede vegte er givet ved
de tre ligninger:

8,+6,+8,;=1,
8,+8,+8,,=1, *
8,18 ,;+8,,=1.

Bondavera-Shapley satningen leder os nu frem til, at kernen 1 dette tilfeelde er ikke-tom hvis og kun

Jens Leth Hougaard — An Introduction To Allocation Rules s. 85
Ibid s. 86
Ibid s. 86
Jens Leth Hougaard — An Introduction To Allocation Rules s. 87

AW N =



v(1)+v(2,3)<v(1,2,3) c(1)+c(2,3)=c(1,2,3),
v(2)+v(1,3)<v(1,2,3), c(2)+c(1,3)=c(1,2,3),
v(3)+v(1,2)<v(1,2,3), c(3)+c(1,2)=c(1,2,3), s
v(1)+v(2)+v(3)<v(1,2,3) c(1)+c(2)+c(3)=c(1,2,3),
;—(V(1,2)+v(1,3)+v(2,3))<v(1,2,3). ;—(0(1,2)+c(1,3)+c(2,3))>c(1,2,3).

Det ses, at de fire forste linjer er direkte sammenhangende med superadditivitet [subadditivitet],
hvilket derfor er en nedvendighed for at have en ikke-tom kerne. I ovrigt ses det, at alle linjer er

opfyldt hvis spillet er konvekst [konkavt], men dette er dog ikke nedvendigt.

Ved spil med flere spillere, vil der opsta flere linjer af samme type som den nederste i det

ovenstaende.

For eksempel med 4 spillere:

;—(v(1,2,3)+v(1,2,4)+v(1,3 A)+v(2,34))<v(1,2,3,4)
;—(V(1,2)+v(z,3)+v<3,4)+v(1,4))@(1,2,3,4)
6
;T(v(1,2)+v(1,3)+v(1,4)+2*v(2,3 A4))<v(1,2,3,4)
;—(V(1,4)+v(1,2,3)+v(2,3 A4)<v(1,2.3.4)
. OSV.
For at teste om spillet er balanceret skal der altsd, udover superadditivitet [subadditivitet], testes for

opfyldelse af flere ligninger, hvilket hurtigt bliver et omfattende problem.

Eksempel:

3 spillere
N=123 v(N)=6 v(&)=0
v(1,2)=v(1,3)=4 v(2,3)=3
v(l)=v(2)=v(3)=1

I dette simple eksempel ses det, at spillet er superadditivt, det er ikke konvekst, men det er alligevel
balanceret.

Spil med 3 spillere kan desuden illustreres grafisk. Dette spil kan se ud pa felgende made:

5 Ibids. 87
6 Guillermo Owen



6 Spiller 3

Spiller 1
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A
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S1ii]]er 2

Inden for de lysegra omrade er der ingen spillere der har grund til at forlade den samlede koalition
for at arbejde alene. Man skal dog ind i det merkegrda omréde for at spillerne hverken vil forlade

koalitionen alene eller i samarbejde med en anden spiller, og det er dette omrade der er kernen.

Kernel
Et koncept til losning af forhandlingsproblemet er kernel. For at nd frem til en definition af kernel,

er det forst nedvendigt, at definere to andre koncepter, nemlig excess og surplus.

Excess
Excess er et mal for den fordel en spiller eller gruppe af spillere kan opna ved at gd med i en given

koalition:

e(S,x):v(S)—z X, e(S,X)=C(S)_in !

ies ies

Hvis vaerdien [omkostningerne] af koalitionen S er storre [mindre] end summen af de payoffs
spillerne far i det givne lesningsforslag, vil de med fordel kunne forlade deres nuverende
koalitionsformation og danne koalitionen S. S& leenge en payoff-vektor har positive [negative]

excess er den ikke et optimalt valg for dens spillere.

Surplus
Surplus er en sammenligning af to spillere, og angiver den sterste excess en spiller kan habe pé at

opnd uden samarbejde fra den anden spiller:

7  Guillermo Owen s. 319



s;(x)=maxe(S,x), |s;(x)=mine(S, x), *
hvor max findes blandt de koalitioner S, som 1 er en del af, og som j ikke er en del af. Hvis
s;(x)>s ].,.(x) [ Sg,-(x)<S_,-,-(x) ], vil spiller i veere i en favorabel forhandlingsposition over

spiller j, og kan derfor kraeve noget vardi fra spiller j, og payoff-vektoren vil kunne andres.

Kernel kan nu defineres, som de lesninger, hvor ingen spiller har en forhandlingsfordel over andre

spillere. Dvs. hvor  s,(x)=s Vi, JEN .

Nucleolus

Nucleolus er en et unikt lesningsforslag for payoff-vektoren, som igen benytter konceptet excess.
For en given payoff-vektor, x , kan der opstilles en vektor, ©(x) , der indeholder excess for
alle koalitioner 1 spillet, og hvor alle elementer i vektoren er arrangeret med faldende [stigende]
veerdi. Hvis man, som det typisk er eksemplet, underseger fordelingen af den samlede koalitions
veerdi blandt alle dens deltagere og antager, at en tom koalition er verdiles, kan man se bort fra

disse, og opstille vektoren for alle ikke-tomme subkoalitioner af den samlede koalition.

Eksempel (Taget fra eksempel i Owen side 322)
v(S§)=1 , for to eller tre spillere, og 0 ellers.

payoff vektor x=(0,3,0,5,0,2)  payoff vektor y=(0,1,0,5,0,4)

S v(S) e(S,x) e(S,y)

;2 1 0,2 0,4
;3 1 0,5 0,5
2;3 1 0,3 0,4
1 0 -0,3 -0,1
2 0 -0,5 -0,5
3 0 —0,2 —-0,4

For dette eksempels to payoff-vektorer, x og » , kan der nu opstilles vektorerne 0(x) og

0(y)

0(x)=(0,5,0,3,0,2,-0,2,—0,3;-0,5)
e(y):(0’510)4: 071 ;_0;1 :._0;4 ,‘_055)

Disse vektorer kan nu arrangeres saledes, at den verst stillede subkoalition kommer til at fa det
bedst mulige udgangspunkt. Dvs. den payoff-vektor, hvor muligheden for den sterste forbedring i

en subkoalition er mindst vil rangere hgjest.For dette eksempel vil koalitionen mellem spiller 1 og

8 Guillermo Owen s. 319



spiller 3 give den storste forbedring 1 begge tilfelde idet de to spillere kan inddrage og fordele den
payoff pa 0,5, som ellers vil tilkomme spiller 2 i de to payoft-vektorer. Da denne forbedring er lige
stor 1 de to tilfelde ses der herefter pd den naest-dérligst stillede subkoalition, som er hhv. mellem
spiller 2 og spiller 3 ved payoff-vektoren x, og mellem spiller 1 og spiller 2 i payoff-vektoren y .
Her ses det, at det er payoff-vektoren x , der giver anledning til den mindste forbedring, og det er

derfor 0(x) , som rangerer hojest.

Nucleolus er s& den payoff-vektor, x , der herer til den 0(x) , som rangerer hgjest blandt alle

de mulige payoft-vektorer.

Det line@re program
Nucleolus kan identificeres ved linear programmering i flere gennemleb. Hvis man kan identificere
den storste [mindste] excess-verdi, &, , for nucleolus vil der galde, at

e(S,x)<a,Vx€X,ScN [ e(S, x)>a,,VxEX,SCN |, hvilket kan omskrives til

> x,+x,2v(S),V SN [ D x+x<c(S),V SN 1

i€S i€s

Den sterste [mindste] a-vaerdi kan findes ved at lgse det linesre program

minimer maksimer x
under bibetingelserne under bibetingelserne
2xi+0(>v(S), ScN Zx,-+0(<c(S), ScN

€S ieS
in:V(N) ZXFC(N)
iEN iIEN

Det linezre program for omkostningsspillet kan opstilles pd en lidt anden méde idet
kriteriefunktionen kun bestar af a. Dette betyder, at o i stedet kan minimeres, hvis man andrer
fortegnet for a 1 bibetingelserne, og det lineaere program for omkostningsspil bliver da:

minimer X

under bibetingelserne
in—aéc(S), ScN

| le:c(N)

iEN

Denne opstilling ger, at de to spiltyper skal gennemgé de samme funktioner efter hjelpeproblemet.



Det ses her, at der er tilfojet en ekstra bibetingelse, idet det vides, at spillerne skal deles om vardien
[omkostningerne] af den samlede koalition. Hvis dette ligningssystem giver anledning til en entydig
losning, er dette da nucleolus. Hvis det ikke er tilfeeldet identificeres det sat af koalitioner 4,

hvor e(S,x)=a, , ogden naste a-vardi findes ved at lose det linezre program

minimer X minimer X
under bibetingelserne under bibetingelserne
Zxﬁ—cx?v(S), ScN Zx,-—uSc(S), Sc N
ieS i€S
D x+x=v(S), VScd, D x,—x,=c(S), VScd,
i€eS i€S
2. x,=v(N) > x,=c(N)
iEN iEN

Denne lgkke fortsattes indtil en entydig lgsning er fremkommet.

10



Simplex

Det linezre program kan opstilles pa flere mader i simplex, alt efter hvordan man velger at definere
problemet. I den simpleste opstilling af simplex kan metoden lgse et maksimeringsproblem, hvor
ligningerne 1 bibetingelserne skal holdes under en given verdi. Hvis der er bibetingelser, som er lig
med en given verdi, eller som skal holdes over en given vardi, er der brug for et hjelpeproblem,
hvor der tilfores kunstige slack-verdier. Dette vil altid vare tilfeeldet her, idet bibetingelsen om

spillernes samlede payoff er lig med en given verdi.

Simplex-tableauet for hjelpeproblemet opstilles:

S 9
S
(e] [e) o — — —
1 1 1
- * * — — o — o
22 — < '
~
>
/E\ * * — () — —
1
n e —
N
>
fan) — — o o —
Z
=
>
— o 3 =] g =i g —
o] ! +
= = ©“ 8 g f
N
(e e e (e e =
-~ * * — — () S (=)
n A <o !
N
o
’E * * — (e — &) e
(a) — !
n
~
o
fan — — (a») (a») —
&
o

, hvor s er slacks, der er tilfojet ulighederne, og as er kunstige slacks der er tilfgjet hvor slacks er -1
eller hvor der ikke forekommer slacks. Bemark desuden er omradet markeret med * ikke en

diagonal raekke af 1-taller, men skal ses som alle mulige kombinationer af 0- og 1-taller.

11



I forste skridt fjernes de negative verdier i gverste rekke ved rekkeoperationer ved at legge de der

indeholder kunstige slacks til den gverste rekke:

5 5 S a K z K I
S “
S
V{i& N
SEN
- * * — — o — o
wn — S '
N
>
? * * — o — () —
1
n e —
—
>
fan) — — o o —
Z
N
>
5 5 S B E z e i
S )
S
g — — S (e) S (e)
(5]
[ * * —| — (a) (@) S
2] — < '
~—
($)
/'E\ * * — S — (e (=)
=) — !
951
—
($)
) — — (a») (a») —
Z
—
o

Nar hjelpeproblemet er lost, dvs. de kunstige slacks er minimeret, loses de oprindelige problem,

som et maksimeringsproblem. Det vil sige, at for vaerdispillet skal funktionen -a maksimeres, og der

udferes kun yderligere operationer, hvis der 1 hjelpeproblemet er fremkommet en basis 1 sgjlen for

a. For omkostningsspillet skal o maksimeres. Disse funktioner indsettes som kriteriefunktioner i

det tableau, der er fremkommet fra hjelpeproblemet, hvor sgjlerne for de kunstige slacks udelades:

12
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Nér denne simplex er lest kan man 1 overste rekke aflese hvilke rekker der opfylder
bibetingelserne uden slack ved at identificere de pladser for slack-vardierne, der indeholder et tal
forskelligt fra 0. Der kan godt vaere andre sgjler for slack, som ikke er i basis, men hvis verdien i
overste rekke er 0, er der plads til yderligere forbedring. For disse ligninger kan man sé trekke den

fundne a-veerdi, a,, fra funktionsverdien og slette slack-variablen. Det neste simplex tableau kan si

13



opstilles for at finde den naste a-verdi, o,. Hvis der for eksempel blev fundet en verdi i everste

raekke under sy opstilles det nye hjelpeproblem:

— =§'_ L Y I — g | — P Y E E— s | -
“n D - N DR I W B S
= . ) & 2| 3 7@ | 8| F 3 | £
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2]
—
>
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- 1
4
2
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>
(e}
2
N—
>
-— — — | O (=) =
Z
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>
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Dette fortsaettes som navnt tidligere indtil en entydig lgsning er naet.
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Programmet — Ses pa bilag 2
For hver plads i tableauerne benytter programmet en 64-bit double-variabel. Idet sterrelsen pa

tableauerne bliver ca. 22!

er det nedvendigt at overveje hvor stor hukommelse programmet
optager. Der er derfor valgt at begraense programmet til 10 spillere, hvilket giver et maksimalt
hukommelsesforbrug pd ca. 17 MB per tableau. Programmet benytter 3 af disse tableauer, og

allerede ved 15 spillere er den samlede hukommelsesgranse taet pd S0GB.

Programmet er delt op i1 3 klasser, som stir for hver sin del af programmet: Dataindsamling,
Beregninger og presentation. En fjerde klasse kaldet Program indeholder funktionen Main, som er
den funktion, der automatisk bliver kert, og som samler en hovedfunktion fra hver af de 3 andre

klasser.

Dataindsamling handteres af klassen Input, som kerer hovedfunktionen Mainln. Det forste der sker
er, at der fastsattes en tolerance, som bruges senere i beregnings-klassen, Cale. Grunden til, at den
fastsaettes her er, at der nemt kan laves en @ndring, sd tolerancen bliver et bruger-input, mens man
sé stadig holder al dataindsamling i dataindsamlings-klassen, Input. Den naeste funktion er Types,
som sperger brugeren, om der er tale om et vardispil eller et omkostningsspil, ogsa selvom
brugeren efterfolgende velger at indlaese data fra en fil. Types sporger ogsa brugeren, om resten af
dataene skal indleses fra en fil, eller om de bliver indtastet manuelt.Hvis brugeren velger, at
indtaste alle verdier manuelt, beder programmet forst, i funktionen ManualSize, om at fa angivet
antallet af spillere. Dette benyttes til at opstille alle kombinationer af koalitioner i spillet i
funktionen SefupMat. Den naturlige made at opstille disse kombinationer pd, vil for de fleste vaere
at fastsette en koalitionssterrelse, og derefter gennemgad de kombinationer der findes for denne
starrelse. En séddan raekkefolge, hvor der startes med den sterste koalition, vil, for 3 spillere, se

saledes ud:

0/0/0/ 1|01 1|1]x
0/0[1/0[1]0/1|1]x,
0/1/0/0/11/0|1]x3

Funktionen SetupMat gennemlgber i stedet 3 lokker, som opstiller disse kombinationer som en

biner talrekke:

16
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N
- - — 111=1%224+1%2"+1%2°=7
- - < 110=1%22+1%2'+0%2°=6
- < - 101=1%224+0%2'+1%2°=5
- < < 100=1%22+0%2'+0%2°=4
< - - 011=0%22+1%2'+1%2°=3
< - < 010=0%22+1%2'+0%2°=2
< < - 001=0%22+0%2'+1%2°=1
< < < 000=0%22+0%2'+0%2°=0

Dette er dels nemmere at opstille, og dels bliver det ogsa nemmere at identificere raekken for en

N N—i
koalition, nr man ved hvilke spillere der indgér i den. Raekken for koalition S er 2 _; 2 .

Funktionen serger desuden for at opstille en sejle med o-vaerdier og de slacks der, som
udgangspunkt, er brug for. For vardispil er sgjlen med a-vardier positiv, og der tilfejes en diagonal
reekke med negative slack-verdier og en diagonal raekke med positive kunstige slack-verdier. For
omkostningsspil er sgjlen med a-vardier negativ og der tilfgjes kun en diagonal rekke med positive
slack-vardier. For begge typer af spil gelder det, at den fulde koalition ikke har en a-verdi, men

altid en kunstig slack-verdi.

Brugeren kan herefter indtaste nogle generelle koalitionsvardier for koalitioner af en vis storrelse
via funktionen ManualValueGen. Funktionen gennemleber alle rekker og tilfejer verdierne for
koalitioner der indeholder det antal spiller som er angivet. Nar dette er overstdet har brugeren
mulighed for at angive vardier for specifikke koalitioner 1 funktionen ManualValuesSpec, ved at
angive mangden af spiller der indgir 1 den. Rekken for koalitionen identificeres ved hjelp af

formlen, der ses ovenfor.

Hvis brugeren vealger, at indlaese data fra en fil, bliver brugeren, i funktionen Fileln, bedt om at
indtaste placeringen for filen, og filen bliver indlast 1 et array af strenge, som er opdelt ved hvert
linieskift. Herefter opdeles hvert element i to, hvor der deles ved tabulator tegn. Antallet af spillere
identificeres 1 funktionen FileSize ved at afleese det forste element i arrayet af strenge. SetupMat

korer pd samme made som ved den manuelle indtastning. Vardierne for koalitionerne bestemmes
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med funktionen FileValues p4 samme made som ved ManualValuesSpec hvor koalitionernes spiller
er det forste element i hver linje og hvor koalitionernes verdier er angivet efter tabulator tegnet i

hver linje.

For at indlase verdispillet fra G. Owen side 332 kan filen se sdledes ud:

4
1,2,3,4 100
1,2,3 95
1,24 85
1,3,4 80
2,34 55
1,2 50
1,3 50
1,4 50
2,3 50
24 50
34 50

Bemark, at der kun er angivet de verdier der er forskellige fra 0, da 0 er angivet som standard.
Opstillingen hvor celler er adskilt af linjeskift og tabulatortegn er en standard eksportmetode for de
fleste regneark. Man skal dog huske at satte decimalseparatoren til punktum (.), hvilket ikke er

standard pa dansk.

Den sidste funktion 1 klassen Input er SetupMat2. Denne funktion serger for at treekke en eventuel
verdi for den tomme koalition fra de andre vardier og flytte den fulde koalition nederst, sa der
bliver plads til en kriteriefunktion everst nér a-verdien skal findes. Pa bilag 1 ses den endelige

opstilling af veerdispillet fra G. Owen side 332.

Beregninger bliver udfort i klassen Cale. Her opstilles forst simplex tableauet til hjelpeproblemet,
som det vil se ud efter forste gennemgang, hvor de kunstige koefficienter er fjernet ved hjelp af
funktionen SimpHIpSetupV, for verdispil og SimpHIpSetupC for omkosningsspil. For vaerdispillet
leegges alle reekkerne sammen for at danne kriteriefunktionen, idet der findes kunstige slack-verdier
for alle reekker. For omkostningsspillet dannes kriteriefunktionen, i1 ferste gennemleb, kun af , som

indeholder den samlede koalition, da det kun er den der indeholder en kunstig slack-vardi.

I funktionen Simplex udferes simplex-metoden pa det dannede tableau for hjelpeproblemet gennem

flere adskilte funktioner:
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Funktionen FindBig finder den sterste vardi i kriteriefunktionen, hvilket angiver den sgjle, som
skal geres til en ny basissgjle. Hvis denne vardi er storre end tolerancen benyttes funktionen
FindPivorElement til at finde den raekke hvor forholdet mellem koalitionsveardien i forste sgjle og
vaerdien 1 sejlen bestemt ved FindBig er mindst og ikke-negativ. Hvis der ikke findes et ikke-
negativt forhold udskrives en fejlmeddelelse, da det ikke ber forekomme, og man kan efterfolgende

ikke regne med at fa et fornuftigt resultat.

Séfremt der ikke forekommer en fejl bliver det naste tableau dannet ved at funktionen NewTable
omdanner den fundne sgjle til en basissgjle ved hjelp af raekkeoperationer. Den storste positive
veerdi 1 kriteriefunktionen identificeres igen, og de efterfelgende kerer igen. Dette gentages indtil

der ikke leengere findes positive verdier i kriteriefunktionen.

Nér simplex for hjelpeproblemet er kert til ende identificeres de sgjler, som indgéar i1 basis med
funktionen FindBasis. Funktionen finder yderligere frem til hvilke reekker der indeholder sgjlernes
1-taller. I tilfeelde af, at hjelpeproblemet har lgst simplex til ende, finder funktionen FindNucleolus
den forelgbige losning pa problemet. En lgkke finder ud af, om sejlen, der herer til a er i basis, og

gemmer den rakke, hvor 1-tallet findes.

Hvis der findes en basis 1 sgjlen for a serger funktionen SimpMainSetup for at fore den relevante
reekke op 1 kriteriefunktionen. Hernaest kerer funktionen Simplex med dette nye tableau, hvor der
ikke lengere medregnes de kunstige slacks. Funktionen FindSlacks identificerer de pladser, for
slack-vaerdierne, 1 kriteriefunktionen, som er forskellige fra 0, hvilket betyder, at de tilherende
uligheder 1 ligningssystemet er entydigt optimeret, og derfor kan fjernes fra ligningssystemet.
Funktionen UpdateMain serger nu for, at omdanne de uligheder, som er entydigt optimeret til
ligninger ved at trekke den fundne a-verdi fra vaerdien for den tilherende koalition, hvis der er tale
om et vardispil, eller legge a-vardien til, hvis der er tale om et omkostningsspil. Desuden fjernes
a i rekken. Hvis der er fremkommet nye ligninger i ligningssystemet skal hjelpeproblemet opstilles
igen. Som tidligere bliver dette handteret af funktionerne SimpHIpSetupV og SimpHIpSetupC. For at
lave de endringer, som er nedvendige for at indfere de nye ligninger keres funktionen
SimpHIpSetupSlack. Her fjernes slacks for alle de ligninger, som er blevet @ndret, mens der tilfojes
kunstige slacks. For verdispil findes disse kunstige slacks i forvejen, og @ndrer derfor ikke noget,
men for omkostningspil tilfgjes de kunstige slacks, hvor der for ikke var nogen. For verdispil er

kriteriefunktionen stadig fremkommet ved at laegge alle reekker sammen, og den eneste a&ndring for
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kriteriefunktionen er dens vaerdi for a samt fjernelse af slack. For Omkostningsspil skal hver raekke,
som er blevet @ndret laegges til i kriteriefunktionen. Dens vardier for a og slacks vil forblive 0.
Programmet gar tilbage og udferer simplex for hjelpeproblemet, og kerer i1 ring indtil der ikke
findes nye ligninger for ligningssystemet.

Praesentationen af resultaterne sker i klassen Pre, og bestar kun af en udskrift af nucleolus gennem

funktionen PreNuc.

Test

Det har vist sig svart at finde gennemregnede eksempler for nucleolus, men to online verktejer er
benyttet til at gennemfore simplex beregninger, sd metoden kan afproves i flere skridt. Det drejer
sig om The Simplex Java Applet’ og Simplex Method Tool”. The Simplex Java Applet udferer
simplex beregninger, hvor hvert skridt kan vises. Det er delt op 1 hj®lpeproblemet og
hovedproblemet, og idet hvert tableau vises, er det nemt at identificere de uligheder, der har en
entydig lesning i henhold til teorien. Dette er klart det bedste varktej at lave tests med, men det er
begranset til 7 variable og 7 bibetingelser, hvilket betyder, at det kun kan benyttes til kooperative
spil for 3 spillere. Simplex Method Tool har ikke umiddelbart oplyst nogen begrensning, men de
opstillede tableauer folger ikke den gaengse opstilling, og det har ikke vaeret muligt at benytte

vaerktojet til at begranse antallet af uligheder i det lineare program.

Test 1 — eksempel fra G. Owen side 332.
Spillets opstilling er folgende:

N=1234  v(N)=100
v({1,2,3})=95  v({1,2,4})=85v({1,3,4})=80  v({2,3,4})=55
v({i, j})=50 Vi, jeN,i#j v(li})=0 VieN

9 http://neos.mcs.anl.gov/CaseStudies/simplex/applet/Simplex Tool.html
10http://www.zweigmedia.com/Real World/simplex. html

20



Spillet er opstillet i en tekstfil: til indleesning 1 programmet:

B cald.ixt - Hoteshlok

Filer Rediger Formater VYis Hijzlp

RN N el el el el el

Programmet keores:

v file:///D:/Documents and Settings/LoBSTeR.NIELS53/Dokumenter/Visual Studio 2008/Prc -0 ﬂ

Uelkommen til NuCalc. til bestemmelse af
nucleolus—lesningen for kooperative spil.

Er spillet et omkostningsspil eller et verdispil?
{tast 'C’ for omkostning eller ‘U’ for verdil
o

Du har mulighed for at indtaste vardierne for spillet

manuelt eller indlzse dem fra en fil
(tast ‘M’ for manuel eller 'F’ for fild

Indtast placeringen pd den fil, som skal bruges til
indl®zning af verdier:
cald.txt

Inds®tter koalitionsverdi: {1.2.3.4>
Indsztter koalitionsvaerdi:
Indsatter koalitionsvaes
Indsatter koalitionsverdi:
Indsatter koalitionsverdi:
Indsztter koalitionsvaerdi:
Indsatter koalitionsverdi:
Indsatter koalitionsverdi:
Indsatter koalitionsverdi:
Indsztter koalitionsvardi:
Inds=tter koalitionsverdi: {3.,4>

Spillet er opstillet i en matrix:

u
f
4

=
=
T o ok
=
= HFEE SEERRR
=
=
=

[0
O ERE @RS

T @
RORER O HRERERE

R
Pk ok ek ek

o @

IE @
oE =

Det ses, at programmet keorer som forventet, og den fundne lgsning pé (32,5; 27,5; 25; 15) passer
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med den der er fundet hos Owen. Desuden kan simplex tableauerne loses med Simplex Method
Tool. Som nevnt tidligere kan det ikke umiddelbart afleeses hvilke uligheder skal @ndres for naste

gennemlab, med de to relevante ligningssystemer, som er angivet hos Owen kan opstilles og loses:

B e s
5 8 M 8 M« oMM s s e
B e s
oooom w8 5 Mo
R L T I

S IS S

Minimize p = 0Ox + Oy + 0=z + Ow 4+ 1a subject to
®* + v + =2z 4+ w = 100
¥+ vy + 2 =85
¥+ vy +w =75
¥+ 2 + W+ a == 80
v+ =2z +w+ a3 »>= 55
¥+ v +a »>= 50

¥ + 2 + a == 50

¥ + w + a == 50

v + 2z + a >= 50

v + w + a >= 50

Optimal Salution: p=7%x=320v=270z=28w=15,a=75
Example Eraze Eventhing

Decimal

Test 2 — eksemplet med 3 spillere fra tidligere:

Spillets opstilling er folgende:

3 spillere
N=123 v(N)=6 v(d)=0
v(1,2)=v(1,3)=4 v(2,3)=3
v(1)=v(2)=v(3)=1
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Programmet keores, hvor vardierne indtastes manuelt:

ile://ID:/Documents and Settings/LoB5TeR.NIELS53/Dokumenter/Visual Studio 2008

Uelkommen til WuCalc,. til bestemmelse af
nucleolus—lesningen for kooperative spil.

Er spillet et omkostningsspil eller et vardispil?
(tast "C* for omkosztning eller ‘U’ for vardil
v
Du har mulighed for at indtaste vardierne for spillet
manuelt eller indl=se dem fra en fil

{tast 'M" for manuel eller 'F’' for fild
n

Huor mange spillere er der i spillet?

Cantallet skal vere mellem 2 og 182>

Der skal nu angives vardier for de forskellige koalitioner.
Der skal ialt angives 8 vardier.

Uil du angive nogle generelle vardier for forskellige

_koalitionsstarrelser? *J* for ja eller "N for nej>
]

Angiv den koalitionssterrelse. zom du vil angive en vardi for.
{tast 'B" for den tomme koalition, '3’ for den samlede koalition
eller et tal derimellem for en anden koalitionssterrelse.d

{tast evt. 'A’ for at gennemlebe alle koalitionssterrelser.)

Hvad er verdien for koalitioner af den afgivne sterrelse?

Uil du angive vardier for nogle specifikke koalitioner?

' for ja eller "N’ for nej?
]

Huilken koaltion wil du angive en vardi fopr?
{indtast numrene pd de spillere der indgdr i
koalitionen adskilt af kommaer>

Hvad er vaerdien for koalitionen der indeholder spillerne {2.337
Uil du angive flere specifikke koalitionsvardier?
*J' for ja eller "NH* for nej?

Spillet er opstillet i en matrix:

O ek D) b o fu @ILI S S
HaRSHEREED
e (0 e b () D (D
HEQEGQFEID
(50 bk o ok ok ok ek (B

Mucleolus hlev heregnet til: { 3
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Her nés lesningen (3; 2; 1), hvilket ogsa er tilfeldet for The Simplex Java Applet:

B Enter Your Linear, Program!

—— =1l

1} W1+ 0 W2+ 10 ®3+ 1 x4

Subject to:

1 x1+1 X2+ 0 x3+1 K| == w |4
1 X1+ 0 X2+1 x3+1 HE == |4
i] X1+1 X2+1 X3+1 WY == |2
1 X1+ 0 X2+ 0 X3+1 K| == |1
1] X1+1 X2+ 0 X3+1 K| == |1
1] X1+ 0 K2+1 X3+1 X4 == w1
1 K1+1 K2+1 X3+ 0 X4[= |6

==0 Starting phase 1
Preprocess | | Reset | | Clear |

B Phase 2

Your Objective: Minimize
0.0x1 +0.0x2 + 0.0 x3 + 1.0 x4
Preprocessed Objective: Minimize

0.0x1 +0.0x2 +0.0x3 +1.0x4 +0.0x5 +0.0x6 +0.0x7 +0.0x8 +0.0x9 + 0.0 x10

Constraint Matrix: RHS

4.0
4.0
3.0
1.0
1.0
1.0
6.0

The Reduced Costs

Basic Basic Basic 1.0 Basic Basic 0.0 Basic Basic 0.0
i~ i i~ i i~ i i i i

X pi The B matrix.
0.0
-0.0
0.0
-0.0
-0.0
-0.0

Current Objective Value: 0.0

Youve Dane 1t
Messages: You'e Salved It

| Next Operation | | Do A Full iterate | | Quit |
Color Legend IS Siack/Surplus Variable
Artificial Variable Entering Variable Leaving VVariable

Opbygningen af spillet viser dog tydeligt, at spiller 2 og spiller 3 er symmetriske, og det giver
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derfor ikke mening, at de féar forskellige vaerdier. Desuden ses det af tegningen i teoriafsnittet, at

denne losning ligger i hjernet af kernen, hvilket ikke giver god mening.
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Delkonklusion

Det er selvfolgelig ikke selvfolgelig ikke serlig brugbart at fremlegge resultater, der ikke stemmer,
men det har af tidsmaessige arsager vist sig som den bedste made at illustrere de problemer projektet
er stodt pd. Efter megen tid brugt pa fejlfinding 1 programkoden, og revurdering af teorien, har det
pa et meget fremskredent tidspunkt vist sig, at problemerne stammer fra begraensninger i simplex-
metoden. Verdien for a bliver kun fundet hvis den er positiv. Eksemplet fra Owen giver den rigtige
losning, da en entydig lesning bliver fundet mens der stadig ses pa koalitioner der giver mulighed
for forbedring. Da lgsningen pa spillet med 3 spillere findes ved at minimere a til 0, hvilket 1 ord
betyder, at man minimerer den mulighed spillerne har for forbedring, ber man herefter undersoge
hvor stor muligheden for forvaerring er. Dvs. man maksimerer vardien for o, nar o er den vaerdi

man kan trekke fra.

Test 2 kan nu opstilles i The Simplex Java Applet for at maksimere o

Enter Your Linear Program! g@g|

K1+ W2+ ®x3+1 x4

Subject to:

1 X1+1 X2+ 0 X3+-1 He| == we |4
1 X1+ 0 X2+ 1 X3+-1 He| == we |4
i] X1+1 X2+ 1 X3+-1 Wl == |2
1 X1+ 0 X2+ 0 X3+-1 XA == |1
i] X1+1 X2+ 0 X3+-1 XA == |1
i] X1+ 0 X2+1 X3+-1 ®4| == |1
1 x1+1 X2+1 x3+ 0 X4[= w |6

==0 Starting phase 1
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g Phase 2

Your Objective: Maximize
0.0x1 +0.0x2 +0.0x3 + 1.0x4
Preprocessed Objective: Minimize

-0.0x1 +-0.0%x2 +-0.0x3 -1.0x4 +0.0x5 +0.0x6 +0.0x7 +0.0x8 +0.0x9 +0.0x10

Constraint Matrix: RHS
0.0 0.0
-1.0 0.0
0.0 -1.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
The Reduced Costs
Basic Basic Basic Basic 0.33333334 0.33333334 0.33333334 Basic Basic Basic
i - i - i - i - i i
X cB vB pi The B matrix.

0.33333...
0.33333...
0.33333...
-0.0

-0.0

-0.0
-0.6666...

Current Objective Value: 0.3333333

Youve Done It
Messages: You've Solved [t

| Next Operation | | Do A Full iterate | | Quit |
Color Legend S Siack/Surplus Variable
Artificial Variable Entering Variable Leaving Variable

Det ses nu, at det rigtige minimerede a er -1/3 og at de forste 3 uligheder kan fjernes. Det ses
umiddelbart, at den ndede losning er entydigt bestemt, hvilket ogsa kan demonstreres ved at andre

ulighederne til ligninger og kere simplex igen. Nucleolus lesningen er altsa (8/3; 5/3; 5/3).

Teori 11
For at f4 programmet til at fungere korrekt, er der altsé brug for at give plads til to gennemleb. Hvis

problemet opstilles som det ser ud ndr det er standardiseret til simplex ser det forste problem saledes
ud:

maksimer —o maksimer —
under bibetingelserne under bibetingelserne
in+0(>v(S), Sc N Zx,.—a<c(S), ScN
i€eS i€S
> x,=v(N) > x,=c(N)
ieEN iEN
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Séfremt der findes en mangde koalitioner A;, hvor verdien o, opfylder ulighederne entydigt

fortsettes der i lighed med tidligere ved:

maksimer —x

under bibetingelserne
> x+a=v(S), ScN

i€s

;xl:v(S)—O(l,
Zx,:v(N)

iEN

V Sc 4,

Zx,.:c(S)+0(1,

€S

maksimer —x

under bibetingelserne
> x—a<c(S), ScN

i€S

v Sc4,
le:c(N)

iEN

Hvis der her fremkommer en lgsning, hvor a bliver 0, ses der bort fra denne, og problemet @&ndres

nu til;

maksimer

under bibetingelserne

Z x—o=v(S), ScN
i€eS

D x,=v(S)—w,, V Sc4,
i€S
in:V(N)

iEN

D x=c(8)+a,,

[ISh)

maksimer

under bibetingelserne
z x+a<c(S), ScN

i€S

VS§c4,
in:c(N)

iEN

Hvis der her findes en mangde koalitioner A2, hvor vardien o, opfylder ulighederne entydigt,

bliver det naeste problem da:

maksimer o

under bibetingelserne
in—o@v(S), ScN
€S
Zx,: (S)—o, VSc4,
ieS
> x,=v(S)+ax, V Scd,
i€eS

in:V(N)

i€EN

maksimer

under bibetingelserne
Zx,-+0(<c(S), ScN
i€S
D x=c(S)+a,, V Scd,
i€S

> x,=c(S)-w,, VScd,
ies
Z x;=c(N)

ieN
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Konklusion

Malet om at have et faerdigt program er ikke ndet, men metoden, som skal benyttes for at na dette
mal er nu klarlagt. Der er desvaerre blevet spildt for megen tid pa at lede efter fejl det forkerte sted,
og der er derfor heller ikke blevet plads til yderligere funktioner, som ville vere forholdsvis simple
implementeringer. Det kunne have varet yderst informativt at vide, om kernen 1 et spil er tom. Dette
kan verificeres med en simpel kontrol for konvekse/konkave spil. Den entydige test er som navnt
tidligere Bondavera-Shapley sa@tningen, men dette er dog en mere kompliceret test. Det ville vaere
brugbart at have et alternativt lgsningskoncept, og her ville Shapley-verdien ogsd vare yderst
simpel at implementere. Denne losning findes ved at gennemlebe alle de mulige raekkefolger af
spillere, og for hver spiller findes den gennemsnitlige forbedring, som spilleren medbringer til
koalitionen af spillere der star for. Et fuldt funktionsdygtigt program med de fornavnte funktioner
kan efter alt at domme udarbejdes inden for kort tid selvom det ikke er feerdiggjort til afleveringen
af denne opgave. Alt 1 alt har udarbejdningen af opgaven veret lererig, men resultatmessigt en

fattig oplevelse.
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